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~ .• i-e defi~it·es uit de.eohattin 
Een veel voorkomend probleem in de statistiek is het 
.,. 
schatten van een cf m.eer onbekende parameters b. v. het ge ... 
middelde of de spreiding van een overigens bekende waarschijn-
lijlIDeidsverdeling ,1, indie11 een aantal waarneruingen gegever1 
zijn. Men schat de onbelrende para.meter dan door een functie 
deze onderling onafhankelijk dan kan men b.v. het gemiddelde 
van de waarschijnlijlr:11.eidsverdeling ~7 schatten door de groot,,, .. 
heid 
. 1 \ 
~"::::"'--
-:x., + 
dus door het gemi ddelde van de v~aa1--nemingen. Een dergelijke 
schatting geeft in het algemeen niet de werkelijke vvaa.1"de van 
.. 
de gezochte parameter, maar een da,arbij in de buu.1·t liggende 
waarde~ Men heeft steeds de keus tussen een aantal verschil-
onbekende para.raeter. Zo lean men b. v. a.ls schatting voor het 
gem.iddelde van de waarschijnlijlcheidsverdeling ook nemen de 
f11nctie 
.. ,, .. * 
1t1en kiest nu ui t deze n1ogelijkheden naar aanleiding van 
• 
de eigenschap:pen, tlie de verschillende schattingen bezitten, 
Daartoe denkt men zich het experiment vele malen herhaald, 
d .. w.z. men onderstelt, dat vele reeksen van onderling onaf...,. 
voor ieder van deze reeksen de verschillende schattingen. 
Van ieder dezer schattingen verkrijgt men zodoende een groot 
aantal waarden, waaruit men eigenscha:ppen omtrent de nauw-
• • 
keUsl:•i .. eid der verschillende schattingen kan afleiden. In 
1na.then1atische formulering komt dit daarop neer, dat men ieder 
-· •••1 :P;t. J . . QiFI# JC I illlrlSt&I 118111 ----
1 Di t m.entorandu111 is slechts · bedoeld ter orientatie en streeft 
. ., 
niet na.ar.volledigheid of volledige exactheid. 
I :af 2 IS IIH 
der waarnemingen x 1 , ••• ,xn beschou\vt als een stochastische groot·•· 
is volgens de waarschijnlijkheiasverdeling ~,;,, 
waarvan de onbekende paran1eter geschat 1noet worden. Deze stochasti.-,, 
zijn, bov~ndien onafhankelijk verdeeld, alle volgens dese zelfde 
waarschijnlijkheidsve1"'deling ~y. 1'lij beperlcen ons tot de schatting 
van een onbelcende paraJJ1eter van •lr.!, die wij n1et angeven en la ten 
het geval van de gezamenlijke schatting van verschillende parameters 
buiten beschouwing. 
De schatting van ui t n waarne1ningen Ji 
.. 
2£1 1 • • • ,;.n geven we aan met 
daar u 
•111 ,r ··n is en dus zelf ook ee11 vlf...t,.rsc~'1.i ➔ :r:" ·• •...a1I t $PSI za I l 1 IIIP 1 I II tM t I"·•· 7 •• fwl' I ts PU p$• & ti ' ;JT1;i.,_iZIIII, ;•t r1 t.. P.4,¥ 11 z t\ ,.,_,., --. • ..-,. ,e IPlo .-.-.......~ II .,. •• ,b ti jar, .....,_,4 .. .._ ft'lih ~4 ~~'.,.-.,_, 
De defini ties van enkele eigenscha.1)pen ui t de schattings-theorie 
geven wij eerst in populaire vorm en vervolgens in§ 3 in streng 
mathematische vorm. 
A. ♦ r.,rr •;,1i1f2r 11•.:•:·r.nr,r••:-·::i•r»:r llla"hlloP: 1!1. ■ u,:r·~,1rr:p1111t•1•.:•• ,,i11:,nl4tiit,1,;111,,1111.a.,,1••111:.rs l"<JilPlf•- ,_,u,.t,..,1,,-::w;, al••·•••n•· .,,.11·•vanw· lib 
0 is. 
Voorbeelden: De door 1 en 2 
t 1 14 P• 12tt e ,r·,rq a,, a • mr • :: n cv u ill•~:·::• J. ¾ 
gegeven schattingen van het genrid""" 
delde van de waarschijnlijkheidsverdeling 
schattingen. De schatting 
\ "l. 
s ·.,.1 
rn. . \ • \. ::::. \ 
• re •• 
~. 111--)1 --:x:. 
- \. 
W zijn beide zuivere 
waarin ~ het door 1 gegeven gemiddelde der waarnemingen voorstelt, 
is een zuivere schatting van de variantie het spreidingskwadraat. 
V tt1' an ·.1. 
11a11r :P- rat 
2 
,. I u z • .:nm1t111,._11,11wr111;: ____ , •-,1• __ 
lij · · eidsverdeling bezi t; wij geven een dergelijke grootheid aan 
door onderstree;:te letter, terwij l niet onderstree11·t;e letters ge,a,, 
wone a gebraische grootheden of door stochastische grootheden aan-
genomen waarden voorstellen. 
·. gels: ''estimate't resp. 11un.biasedi'• De vertaling der termen 
vax1 Prof. .·· D. van Dantzig; zie de li tteratuurver\~:i~jzing aan 
einde van dit memorandum. 
• 1S 
het · 
3 ·. · ·.·.· ... ·· gels: 1''as .·· :ptotical.ly u11biased 11 • 
• 
W St 3 a d 
Voorbeeld: 
""'-
'l.. \ ) SJ J I "-
.$ . .. r:;x:, • 5 ' ....... "''\.. • \. -:::. \ 
is een voor eindige n onzuivere, maar as ptotisch zuivere, schat .. ,. 
ting van de variantie van w. 
d1~kt: indien men, op een willekeurig kleine waarschijnlijl~heid 1 .. J.a I~ 
iedere gewenste nauvvkeuri o-..... eid kan bereil{en door n \1 oldoenc1e groat 
te kiezen. 
Voorbeeld: Vrijwel alle gebruilcelijke schattingen zijn bruikbaar. 




schatting v:rijwel zeker vlalc bij de helft van het gemiddelde te•• 
recht ko1nen. 
D. _____________________ s_c_~_~a_t_!;~s 
scha tt.i.!1&~~ 
•
1: t,"\'t 11 1ru,-.,..,.....,. 1~1111,,,u,s- · :.,;t;: 1 :••1,;;a:1:: arm Ir a; as ,,;rmr,1 11··,1:ma .. zv ■ ,;ma,-••11:r:►.••11t11111111r 1·1149• .rwr•►•a1_1:11attrMF1;n•r:,•r:1 a•: ,o. s:rtn·•••e::tr , 
Voorbeeld: De door 1 gegeven schatting van het gemiddelde van 
'14b 11th bi t •11 'aJ• I' :X I : lf y ta I t 1 Alllf.- · 
,N is, als '.V een normale waarschijnlijkheidsverdeling is, de doel•• · 
treffendste scha.tting van het gemiddelde. 
me est doel treff e1~- • 
· ••• rt ,111-◄r tr rail•:: p_.,,, -~- · 
voor n·•·>co de kleinste SJ2reidin 00 bezit. 
· · ••o:,&,t· ~•· ·re,• ' OJ«CJP Jt '""' "'''''"" ,., Ii • r ·•••· o t «t; ·: r :Wt Jt:x, "''"* >r • t J:?s.a•r·n: m·wta\rls•• d : l 
_Y.Q.9.:;':P.~.<!:-+.£: de schatting 5 is evenals 4 een asymptotisch meest 
doel tre:f:f ende schatting van de variantie van °, indien 7.F.r een norma,,,,. 
• 
' le waarschijnlijkheidsverdeling is. Dr~~trcntcscn voldo·ct · 4 wcl; ma.ar 
5 ni~t can do dofinitia D. ~ 
. a •r I. . ,_.,. ____ IIT 
1 .. · gels: ''consistent'' .. 
2 · gels: 11most efficient estimate 1t. Deze naa.m wordt ook vaal{ gege-
ven aan de ender E genoemde schattingen • 
. voetnoo~ 2 · van daze pagina •. 
• 
ta& 4 d I 
Voorbeeld: Indien onder n wor1)en n1et een n1u11t a 1naal kruis voor--
• r •• "f ',/ I S ; ••• '.1"""1k .,., ..... • 4 $ ;; .,,, - l -
ko1n·t, is a n de aan11em.elijkste scha tting van de kans o~J .. . .:::ruis • 
. 9✓"E¥.;~E.l~.?:_I?..g: In de vol3ende paragraaf \vorden deze tlef ini ties ge:pre-.. ,. 
ciseerd en neg een enkele verdere definitie toegevoegd. Verder wor--
den enkele eigenschappen ver:,:11eld. 
Zij F x G de verdelingsf11nctie 
de waarschijnlijkheidsdichtheid van 




en f x 0 , indien deze bestaat, 
de waarschijnlijkheidsverdeling 
• 
A. een zuivere scl1attin°· van G , indien geldt: ·•► I & ..... , flliJJl.afllt n,r 17 Pl& ii ti A n HI ... ,, 11 : ; IZl¼.,altfli t ,.. .,S:;a 








een bru.ikbare scJ:ia ttin o- van 
•• 11 dol T t Cd l :•·· ta -- S Ch• Mt ·••tr .... ;;. & •11 IQ$ 7 •• , ,,S;a 
-
\J.~· I P• 
is voor iedere v, waarvoor. 7 gel.dt. 
n 
E. 
, indien veor iedere E.. > 0 
,, 
aan 9 voldoett _ 9 voldoet geldt: 
-ii 51PIJ -111 Its ,_1 II■ ; 17 , 
• ti 'bJl.ltl-1q 11••. '¼ilfl\.-JttiJFII ZJIT;l-Ylif -•11•11-
1 gels: :;maxi1n:t.11n likelihood estimate''. Di t begrip is a:fkomstig 
uit de theorie der aa.nnem.elijJi:ste schattingen van R.A .. Fisher. 
- ' 




tr:. Ll ""-) b ,I" 
..t· 1. . 11 ... \.,,\;"'a,"°\- - .... _ 1- •. • 




noemt 3:!n Q.q~J,.. tr~.ff ~p._sJ.e.:r; resp. ~s fil1)totisc:1 doel tref.,, 
7 •• IM • i►, ..... # Nlli$,;,, *- 1ft 411 ..-,. illl I .. , ,.-....-..!llf.~-........ •Jll,.-,A-•,,&,.U:.... •¥•_,• .. ~• h,,.llte=IIIII--.,• 1;: 11 _..., 
vt:11 5 , indicn l >··· 1~•p ·'-' ... . 11 ) :.~ ~lc1 .. t :met 
Men noera.t de ...... ootheid: 
~"\ ➔ cY'J er "'l.r 
van v r·afi 1 
sch. meest doeltreffende schatting van 8 is. 
F. De 




" \.. ":... l 
~" \ 
of, indien Ween discontinu~ waarschijnlijkheidsverdeling 
* t\'1._ 
.. ~ 
, .. ' 
• 
ptoti-
• 1s, door: 
* ~~\ 
en ~ warden in de theorie der aannemelijkste schattingen be-
15 
Een bruikbare schatting is altijd as ptotisch zuiver. 




6 \'.~ ""' •• , c.,.,.) • 
3 
van 
van 6 , 
9 , 
Onder vrij algemene voorwaarden geldt, dat de aa.nnemelijkste 
schatting bruikbaar en as 'l""!"'l"ptotisch rt1eest doel treffend is. Een van de 
voorwaarden, waaronder deze stelling bewezen is, is, dat ~ een con-
l?£athe1natisch Centrum, · · ....... sterdam 1946--1950, 1-Ioofdstuk 44 
1¢ illlV Iii Ptr~111Ml _.,.., --• -J:115111 _ n rt •• , _,,,. - a, 1 :a••-
2 
3 
gels: ·•efficiency"'; ook in het Nederlands laat 1nen de toevoe-
- .. ~"' .. . ging "*as· ptot1sclt1 meestal weg,, 
gels: ••likelihood function'' o:f ''likelihood e,. 
